Zur klassifikation der einfachen lie-gruppen  by Freudenthal, Hans
MATHEMATICS 
ZUR KLASSIFIKATION DER EINFACHEN LIE-GRUPPEN 
VON 
HANS FREUDENTHAL 
(Communicated at the meeting of April 26, 1958) 
1. E. Cartan's Methode 1) der komplexen Klassifikation der einfachen 
Lie-Gruppen wurde von B. L. v. D. WAERDEN 2) durch eine geometrische 
ersetzt. Danach hatte E. DYNKIN 3) die Idee, einen ausgiebigen Gebrauch 
von der Anordnung der Wurzelformen und dem Begriff der irreduzibelen 
Wurzelformen zu machen. Dynkins Methode wurde iibersichtlicher dar-
gestellt in einer Publikation des Seminaire Sophus Lie 1954/55 4). Hier 
folgt eine Darstellung, die vielleicht noch etwas durchsichtiger ist. 
2. Die Bestimmung der einfachen Lie-Algebren iiber dem komplexen 
Korper reduziert sich bekanntlich auf das 
Problem : Man bestimme die Menge ~ aller Systeme P von Vektoren 
reeller euklidischer Raume mit den Eigenschaften: 
A: Aus IX e P folgt j~Xj = 1. 
B: Die Elemente von P sind linear unabhangig. 
C: Fiir IX, fJ e P, IX=F{J ist das innere Produkt 
(IX, {J)= -!V8 mit 8=0, 1, 2 oder 3. 
D: P ist nicht Vereinigung zweier Mengen P 1, P 2 mit (~, 1X2)=0 fiir 
alle IX• e P. (i = 1, 2). 
3. Mit den Bezeichnungen von 20 heisst das Paar IX, fJ 8-fach gebunden 
fiir 8=F0, und ungebunden fiir a=O. 
Denkt man sich zwischen gebundenen Paaren Strecken, so entsteht 
ein (wegen 2D) zusammenhangender Graph. 
4. 1st P e ~' P' C P, und ist der Graph von P' zusammenhangend, 
so ist wieder P' e ~· 
5. Der Graph eines P E ~ kann kein "Kreis" sein. Denn sei 
(fiir j=1, ... ,mmodm). 
1) These 1889. 
1 ) Math. Zeitschr. 37 (1933), 446-462. 
a) Mat. Sbornik N.S. 18(60) (1946), 347-352. 
') Thoorie des Algebras de Lie, topologie des groupes de Lie. Ecole Normale 
Superieure Paris. 
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Dann ist 
380 
I IIXtl 2 = IIIXtl 2 + I<IX,,IXi) 
'*i 
< m+2 I{IX1,1XH1) 
.;;:;0 
wegen 20, und das ist unmoglich wegen 2B. 
6. Der Graph eines P E ~ kann wegen 4--5 keinen Kreis enthalten, 
ist also nach 3 ein Baum. 
7. Ein Element von P heisst k-seitig, wenn es an k andere Elemente 
von P gebunden ist. 1st P E ~ und IX k-seitig, so zerfallt P\(1X) in genau k 
nichtleere Teilsysteme mit zusammenhangendem Graph, die durch IX 
bestimmten Zweige . 
. 8. 1st P eine Menge von Vektoren, so ist L(P) der von ihr erzeugte 
lineare Raum. 
9. Fur P E ~ und IX E P definieren wir: 
q;(P, 1X)=Quadrat des Abstandes (IX, L(P\(1X))). 
Also 
O<q;(P, IX)< 1. 
Ferner ftir P' E ~. P' C P, IX E P': 
q;(P', 1X)>q;(P, IX). 
10. Sei IX E P E ~· Seien P; die von IX in P bestimmten Zweige. Sei 
IX; E P; s;-fach gebunden an IX. (Man beachte, dass wegen 6 diese IX; ein-
deutig bestimmt sind.) Sei 
Dann ist 
a1 = q;(P1, IX;), 
a =q;(P, IX). 
a< 1- I~· 
(Dieser Satz ist der Schltissel zu allem; was folgt.) 
Beweis: Definitionsgemass gibt es ein 
mit 
IIX;-r;l2=a;. 
Die Elemente verschiedener P1 sind untereinander orthogonal, also 
(IX,- y,, IX;- Y;) = 0 ftir i =I= j. 
Weiter 
3si 
Wir setzeil 
also 
Dabei bestimmen wir die xi so, dass dies minimal wird, namlich 
X·=- Vai 
1 2a;" 
Also 
1.812=1- 'J.48~i' 
und hieraus folgt die Behauptung. 
11. Die Elemente eines P E ~ konntm hochstens dreiseitig sein. 
Denn in der Summe aus 10 ist jeder Summand ;;;;. !, also gibt es wegen 
a> 0 hochstens drei Summanden. 
12. Sei P, PiE~' PiC P (i= 1, 2), P=P1 u P 2, P 1 n P 2 = (,x). 
Sei 
:. q;{Pv<X)<!. 
Dann ist auch q;(P, ,8) < l fiir ,8 E P 2• 
Fiir P2 = {,x, ,8} folgt das aus 10: 
1 
q;(P,,B) < 1- 4·! = t· 
Induktion und Anwendung von 9 (Ende) ergibt die allgemeine· Aussage. 
13. Fiir jedes mindestens zweiseitige Element <X E P E ~ gilt 
(p(P, <X)<t· 
Sei namlich <X an <Xt• ~ gebunden. Es geniigt, die Behauptung fiir das 
aus <X, <Xt· ~ bestehende System P zu beweisen. Hier ist nach 10: 
1 1 
q;(P,,x) ~ 1 - 4-1- 4·1 = t· 
14. Besitzt P E $ ein dreiseitiges Element ,8, so ist q;(P, ,x)<l fiir 
aile <X E P. 
Denn sei P' ein von ,8 bestimmter Zweig, so dass <X E P', falls ,x*,B. 
Sei P" =P\P'. Dann ist ,8 E P~ E ~· fJ ist in P" mindestens zweiseitig, 
also (nach 13) q;(P",fJ)<!, also (nach 12) q;(P,<X)<!· 
15. Kein P E ~ besitzt mehr als ein dreiseitiges Element. 
Denn seien <X und fJ in P dreiseitig, Pi (j = 1, 2, 3) die von <X bestimmten 
Zweige, <Xi E P1 gebunden an <X, und ,8 E P 1• Dann ist q;(Pi, <X;)< 1 und 
(nach 14 oder, fiir fJ=<Xt, nach 13) q;(P1, <Xt)<!, also nach 10: 
1 1 l 
q;(P,,x) < 1 - 4·!- 4-1- 4·1 = 0· 
Das ist nach 2B unmoglich. 
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16. Kein P E ~ mit mehr als zwei Elementen besitzt ein dreifach 
gebundenes Paar. 
Es geniigt, die Unmoglichkeit des Systemes P= {oc:, {3, y} mit dreifacher 
Bindung zwischen oc: und {3 und Bindung zwischen {3 und y zu beweisen. 
Dies ergibt sich nach 10: 
3 1 q;(P,{3)< 1-4.1- 4. 1 = 0. 
17. Hat P E ~ ein Paar mit doppelter Bindung, so gilt q;(P, y)<! 
fiir aile r E P. 
Es geniigt nach 12, dies zu beweisen fiir P={oc:, {3} mit doppelter 
Bindung. Nach 10 ist 
2 
q;(P,{3) < I- 4·1 = l· 
18. Kein P E ~ besitzt zugleich ein dreiseitiges Element und eine 
doppelte Bindung. 
Denn sei oc: E P dreiseitig, seien {3, y doppelt gebunden, P' ein von y 
bestimmter Zweig und oc:, {3 E P'. Ist oc:~{3, so ist oc: dreiseitig in P', also. 
nach 14: q;(P', {3)<!· Ist oc:={3, so gilt dasselbe nach 13. Nun folgt nach lOa 
q; (P' u (y), y) < I - 4~! = 0. 
19. Kein P E ~ hat mehr als eine doppelte Bindung. 
Seien namlich oc: und {3 doppeltgebunden, ebenso y und 6. Sei P' ein 
von 6 bestimmter Zweig und oc:,{3,yeP'. Nach 17 ist q;(P',y)<!, also 
nach 10: 
q;(P' u (6), 6) < 1- 4~! = 0. 
20. Ein P E ~ mit doppelter Bindung besitzt wegen 18 einen linear 
geordneten Graph. Hat P mehr alS vier Elemente, so kann die doppelte 
Bin dung nur am Anfang ( oder Ende) stehen. 
Denn sei P= {tXt, oc:2, oc:a, oc:4, oc:5} mit Bindung zwischen oc:; und oc:i+1 und 
doppelter Bindung zwischen oc:2 und lXa· Sei P;={~Xt, ... , oc:1}. 
1 
q;(P2, oc:a) = 1- 4-1 =!, 
2 q;(P3, oc:a) = 1- 4 ,1 = !, 
1 
q;(P,,oc:4)= 1- 4·! =!, 
1 
q;(P5.oc:5)-1- 4·! =0. 
21. Sei Ka E ~ das System der q Elemente tXt· ... , oc:ll mit einfachen 
Bindungen zwischen oc:1, oc:i+l' Dann ist 
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Fiir q= 1 ist das klar. Induktionsschluss: 
1 q+2 
tp(Ka+l•(Xa+I)=1- 4,a+t = 2(q+l)' 
2q 
22. Sei P E ~ und lJ dreiseitig in P. Die drei von (J bestimmten Zweige 
sind von der Art K'IJ, Ka, Kr (siehe 21) mit gewissen p, q, r. Also 
P p q r 
tp( ,IJ)= 1 - 2(p+l)- 2(q+l)- 2(r+l)' 
Zu dem Ausdruck y= 2 (x:l) gehort die Funktionstafel 
Also: 
X=1, 2, 3, 4, 5, ... 
y= !, !, i, f-, {'T• monoton. 
p, q, r nicht aile ;;;;. 2, 
keine zwei ;;;;. 3. 
Man nehme p<:,.q<:,.r. Dann ist nur zulassig: 
p=q= 1, r beliebig, 
p= 1, q=2, r.;;;;4. 
23. Nach all diesen Ausschliessungen bleiben gerade die bekannten 
Systeme iibrig. 
